PCPI        TEMA 3A : NÚMEROS ENTEROS

PERIODO:

1.- EL CONJUNTO DE LOS NÚMEROS ENTEROS.
Aparece este conjunto por la necesidad de dar solución a operaciones como “3 – 5 =”, “tengo 10 y debo 15”, etc.

Llamaremos Z a l conjunto de los números enteros. Está formado por los números enteros positivos (los números naturales menos el 0), el cero y los números negativos (menores que el cero).

Los números negativos llevan delante el signo –
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Los números enteros se representan, ordenados en la recta numérica, los positivos a la derecha del cero y los negativos a la izquierda del cero:
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2.- RELACIONES ENTRE LOS NÚMEROS ENTEROS.
a) Valor absoluto de un número entero:

Es el número natural que resulta al quitarle el signo. Se escribe entre barras.

Ejemplos: -4 y +4 tienen el mismo valor absoluto │4│



El valor absoluto de –123 es │123│, el valor absoluto de +28 es│28│, etc

b) Comparación de números enteros:
· De dos números enteros positivos, es mayor el de mayor valor absoluto.

Ejemplos: +7 es mayor que +5 porque el valor absoluto de 7 es mayor que el de 5

Es decir,  +7 >+5 →  │7│ >│5│ También +56 > +32 →│56│>│32│, etc

· Cualquier número positivo es mayor que el 0.

· El cero es mayor que cualquier número negativo.

· Por lo tanto, cualquier número positivo es mayor que cualquier negativo.

Ejemplos: +7 >-12         +1 >0         0 > -3         +4 > -456

· Entre dos números negativos, el mayor es el que tiene menor valor absoluto.

Ejemplos: -5 > - 12         -23 > -45, etc

Ordenaríamos así todos los números anteriores: -456 < -45 < -23 < -12 < -5 < -3 < 0 < +1 < +4 < +7

Observa que al representar dos números enteros en la recta numérica, el mayor queda siempre a la derecha.



-3                                                                                          +2

Actividades:

· Escribe el valor absoluto de los siguientes números enteros: +12,  -23,  +8,  -45,  -2367, +89

· Ordena de menor a mayor, usando el signo <, los números enteros anteriores

 3.- OPERACIONES CON NÚMEROS ENTEROS.
3.1. SUMA. PROPIEDADES.

· Para sumar números enteros positivos, se suman los valores absolutos de los números. El resultado siempre es positivo.

            Ejemplos:  (+4) + (+12) = +│4 + 12│= +16    

                             (+15) + (+20) + (+8) =  +│15 + 20 + 8│= +43

· Para sumar un entero positivo con un entero negativo, se resta el menor valor absoluto del mayor. El resultado lleva el signo del de mayor valor absoluto.

Ejemplos: (+7) + (-10) = -│10 - 7│= -3      (-6) + (+10) = +│10 - 6│= +4

· Para sumar dos o más enteros negativos, se suman sus valores absolutos. El resultado es siempre negativo.

Ejemplos: (-12) + (-15) = -│12 + 15│= -27  


     (-3) + (-9) + (-6) + (-11) = -│3 + 9 + 6 + 11│= -29

· Para sumar varios números enteros positivos y negativos, se suman los valores absolutos de los positivos, después los de los negativos y, por último, se resta el resultado de menor valor absoluto del de mayor valor absoluto. El signo será el del de mayor valor absoluto.
Ejemplos:   

                                                                    Positivos       Negativos

(+4) + (-7) + (-5) + (+9) + (+3) + (-6) = │4 + 9 + 3│-│7 + 5 + 6│

                                                             = │16│ - │18│ = -2

(-12) + (+10) + (+14) + (-5) + (-15) + (+18) = 42 – 32 = +10

                -32

+42

Actividades:
· Suma los siguientes números enteros:

a) (+5) + (+8) + (+12) =


b) (-15) + (+9) =

c) (+23) + (-16) =



d) (-67) + (-89) =

e) (+7) + (-9) + (-3) + (+6) + (+5) + (-8) =

f) (-11) + (+20) + (-17) + (-25) + (+32) =

PROPIEDADES DE LA SUMA DE NÚMEROS ENTEROS.

a) Propiedad conmutativa: El orden de los sumandos no altera el resultado de la suma.

Ejemplos:   (+5) + (-4) = (-4) + (+5) = +1

                   
 (+3) + (-9) + (+1) = (+1) + (+3) + (-9) = ....... = -5

b) Propiedad asociativa: El resultado de una suma de números enteros es independiente de la forma en que se agrupen los sumandos.

Ejemplo: [(+4) + (-12)] + (+8) = (+4) + [(-12) + (+8)] = 0



         ↓


                       ↓



      (- 8)         + (+8) = (+4) +        ( -4)         = 0

c) Elemento neutro: Es el cero. Cualquier entero sumado al cero da el mismo entero.

Ejemplos: (+9) + 0 = +9           (-125) + 0 = -125             (+16) + 0 = +16

d) Elemento opuesto: El opuesto de (+n) es (-n). El opuesto de (-n) es (+n). La suma de un entero con su opuesto es siempre el elemento neutro, es decir, cero.

Ejemplos: El opuesto de (+15) es (-15) → (+15) + (-15) = 0



El opuesto de (-18) es (+18) → (-18) + (+18) = 0

Actividades:

· Realiza las siguientes operaciones:

(+15) + (+12) =                                    (+12) + (+15) =

(-12) + (+8) =                                       (+8) + (-12) =

(-10) + (-7) =                                        (-7) + (-10) =

· ¿Qué propiedad se cumple en las operaciones anteriores?

· Realiza las siguientes operaciones:

[(-4) + (-8)] + (+9) =                                (-4) + [(-8) + (+9)] =

(+12) +[(-5) + (+6)] =                              [(+12) + (-5)] + (+6) =

· ¿ Qué propiedad has estado aplicando?.

· Realiza las siguientes operaciones:

(+167) + 0 =                        (-659) + 0 =                        (-659) + (+659) =

· ¿Qué propiedades se cumplen en las operaciones anteriores?

3.2. RESTA.

En realidad, no se debe hablar propiamente de resta de números enteros, ya que restar un entero a otro es sumarle el de signo contrario.

       (+a) – (+b) = (+a) + (-b)                  (-a) – (+b) = (-a) + (-b)                (-a) – (-b) = (-a) + (+b)

Ejemplos:  (+10) – (+4) = (+10) + (-4) = +6        (-10) – (+4) = (-10) + (-4) = -14


      (-10) – (-4) = (-10) + (+4) =  -6          (+10) – (-4) = (+10) + (+4) = +14

En general, para restar un entero a otro, se quitan los paréntesis de la siguiente forma: el minuendo se queda con el signo que tiene y el sustraendo (el que va precedido del signo -) se deja con el signo contrario.

Ejemplos: (+12) – (+4) = 12 – 4 = 8                    (+12) – (- 4) = 12 + 4 = 16


     (-12) – (+4) = -12 – 4 = -16                (-12) – (-4) = -12 + 4 = -8

Actividades:

· Realiza las siguientes restas de números enteros:

(+15) – (+4) =                          (-8) – (-12) =                          (-15) – (+9) =

Práctica de la suma de enteros. Operaciones combinadas:
En la práctica, los números enteros entre paréntesis, precedidos del signo +, los dejaremos con su signo, y los que van precedidos del signo -  los pondremos con el signo contrario.

Ejemplos: (+5) + (-8) – (-4) – (+9) + (-7) – (+6) = 5 – 8 + 4 – 9 –7 = 9 – 24 = -15 


     (-12) – (+9) + (+10) + (-15) – (-20) + (+ 12) = -12 – 9 + 10 – 15 + 20 + 12 = -36 + 42 = 6

Observa que podíamos haber anulado el –12 con el +12 al ser opuestos, quedando:    = -24 + 30 = 6

Actividades:
· Realiza las siguientes operaciones combinadas de números enteros:

a) (+7) – (-12) – (+4) + (-9) + (+10) – (+3) + (-12) =

b) - (-16) + (+13) – (-20) – (+25) + (-16) – (+ 15) =

El signo que va delante de un paréntesis con varios números:

a) Paréntesis precedido de un signo positivo: Se quita el paréntesis, quedando los números que hay dentro de él, con el mismo signo (si el paréntesis no lleva delante ningún signo, se considera positivo):

Ejemplos:  (-12) + (15 – 7 + 9) + (+13) = -12 +15 – 7 + 9 + 13 = -19 + 37 = 18



(+15) + (–36) + (-16 – 8 + 9 – 6) + 8 (–9) = 15 – 36 – 16 – 8 + 9 – 6 = 24 – 66 = -42
b) Paréntesis precedido de un signo negativo:

Como ya hemos visto, el signo – (de restar) cambia el signo del entero que le sigue dentro de un paréntesis. Lo mismo ocurre cuando son varios los enteros que le siguen dentro de un paréntesis.

Ejemplos: (-6) + (+12) – (+4) – (-6 + 9) = -6 + 12 – 4 + 6 – 9 = 12 – 13 = -1



(+12 – 4) – (-7 – 9 ) – (-15 + 13 – 9) = 12 – 4 + 7 + 9 + 15 – 13 + 9 = 52 – 17 = 35

Cuando los paréntesis se anidan (unos dentro de otros), se puede resolver de dos formas:

1. Operando dentro de cada paréntesis, comenzando por los más pequeños.

Ejemplo: 15 - [10 – (5 + 8) + (2 – 6)] + 13 = 15 - [10 – (+13) + (-4)] + 13 

   = 15 – (10 –13 – 4) + 13 

   = 15 – (-7) + 13 = 15 + 7 + 13 = 35

2. Quitando paréntesis, empezando por los más pequeños, y luego operando (recomendado).

Ejemplo: 15 - [10 – (5 + 8) + (2 – 6)] + 13 = 15 - [10 – 5 – 8 + 2 – 6] + 13 

 




          = 15 – 10 + 5 + 8 – 2 + 6 + 13 = 35

Actividades:

· Realiza las siguientes operaciones con enteros:

a) (-12) + (+19) – (+15) – (-8 + 4) = 

b) (+7 – 14) – (-17 – 12 ) – (-25 + 23 – 20) =

c) –7 + 12 – (6 + 5 – 8) + (8 – 4 + 3) =

d) 9 – 12 + 25 – (6 + 12) – 9 + ( 5 – 8 + 6) =

· Realiza las siguientes operaciones con enteros:

a) 13 - [15 – (20 + 10) + (12 – 16)] + 28 =

b) –7 – (4 + 5 –9) - 8 - [12 – (15 + 18) + (9 – 26)] =

3.3. MULTIPLICACIÓN. PROPIEDADES.

a) Producto de dos números positivos: Da un  número positivo.
Ejemplos:  (+3) . (+5) = +15                     (+12) . (+3) = +36

b) Producto de un número positivo por otro negativo: Da un número negativo.
Ejemplos:  (+3) . (-5) = -15                     (+12) . (-3) = -36

c) Producto de un número negativo por otro positivo: Da un número negativo.
Ejemplos:  (-3) . (+5) = -15                     (-12) . (+3) = -36

d) Producto de dos números negativos: Da un  número positivo.
Ejemplos:  (-3) . (-5) = +15                     (-12) . (-3) = +36

3.3.1. REGLA DE LOS SIGNOS:

Con los ejemplos que ya hemos visto, podemos resumir los casos de multiplicación de números enteros en la siguiente regla:

	(+) . (+) =(+)
	 x
	 +  
	 -

	(+) . (-) = (-)
	 + 
	 + 
	 -

	(-) . (+) = (-)
	 - 
	 - 
	 +

	(-) . (-) = (+)
	
	
	


Actividades:
· Resuelve las siguientes multiplicaciones de enteros:

a)  (+8) . (-5) =                           b) (-6) . (-10) =                        c)  (-8) . (+7) =

d)  (+3) . (+4) =

   e)  (-2) . (+4) . (-6) =                f)  (+4) . (-7) . (-5) =

3.3.2. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS ENTEROS:

a) Propiedad conmutativa: El orden de los factores no altera el producto.
Ejemplos: (-3) . (-5) = (-5) . (-3) = +15              (+4) . (-2) . (+5) = (+5) . (-2) . (+4) = -40 

      En general:       a . b = b .a

b) Propiedad asociativa: El producto de varios factores es independiente de la forma en que se agrupen.

Ejemplo:  (+4) . (-2) . (+5) = ((+4) . (-2)( .  (+5) = (-8) . (+5) = -40
  = (+4) . ((-2) .  (+5)( = (+4) . (-10) = -40

      En general:    a . (b . c) = (a . b) . c

c) Elemento neutro: Es el +1. Cualquier entero multiplicado por +1 da como resultado el mismo número entero.

Ejemplos: (-15) . (+1) = -15            (+23) . (+1) = +23                 0 . (+1) = 0

      En general:     a . (+1) = a

d) Propiedad distributiva del producto respecto de la suma y de la resta: Cuando un número entero multiplica a una suma encerrada dentro de un paréntesis, multiplica a cada uno de los sumandos de dicho paréntesis.
Ejemplos:      -2 (-3 + 4 –6) = +6 – 8 +12 = 10

(-5) . ((+3) + (-2) - (+4)( = (-5) . (+3) + (-5) . (-2) – (-5) . (+4)

                                  = (-15) + (+10) – (-20) = -15 + 10 + 20 = + 15

      En general :        a (b + c) = ab + ac

3.3.3. PRIORIDAD DE LAS OPERACIONES (SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN, DIVISIÓN).

En una serie de operaciones indicadas, la multiplicación y la división tienen prioridad sobre la suma y la resta, es decir, estas operaciones se realizarán antes.

Ejemplo 1º:       3 + 2 . 5 – 4 + 6 : 2 = 3 + 10 – 4 + 3 = 12

Realiza las operaciones anteriores con la calculadora y verás que el resultado será distinto (dará  13’5) si la calculadora no es científica. Las calculadoras científicas entienden la prioridad de la multiplicación y la división.

Ejemplo 2º:       (-3) – (-4) . (-2) + (+6) – (+5) . (+7) = (-3) – (+8) + (+6) – (+35) = -3– 8+ 6–35= -40    

Si realizas ahora las operaciones con una calculadora científica, tampoco te dará el mismo resultado, salvo que  le vayas haciendo el cambio de signo cada vez que proceda.

Actividades:

· Resuelve las siguientes operaciones con números enteros:

a) (-4) . (-2) . (+5) =


b) (-4) . [(-2) . (+5)]=

c) (-4) . [(-2) - (+5)]=


d) (-15) . (+1)
=
      e) (-15) . (-1) =

· ¿Es el –1 elemento neutro de la multiplicación de números enteros? ¿Por qué?

· Resuelve las siguientes operaciones:

a) 5 + 7 – 8 . 6 – 4 . 3 =


b) (5 + 7) – (8 . 6) – (4 . 3) =

c) (5 + 7 – 8) . (6 – 4) . 3 =

d) (5 + 7 – 8) . 6 – (4 . 3) =

3.4. DIVISIÓN DE NÚMEROS ENTEROS.

Hay que tener en cuenta la regla de los signos, que es la misma que en la multiplicación:

	(+) : (+) = +        (-) : (-) = +
	
	:
	+
	-

	(+) : (-) = -         (-) : (+) = -
	
	+
	+
	-

	
	
	-
	-
	+


Ejemplos:

(+20) : (+4) = +5



(+20) : (-4) = -5

(-20) : (+4) = -5



(-20) : (-4) = +5

Considerando las fracciones como un cociente, deberemos tener en cuenta la misma regla:
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Hay que tener en cuenta que la división de enteros no tiene la propiedad conmutativa ni la propiedad asociativa. 

(+10) : (-2) = -5    y    (-2) : (+10) = -0’2    (    (+10) : (-2) ( (-2) : (+10)   no es conmutativa

(+15) : ((-5) : (-2)( = (+15) : (+2’5) = +6 (





       ( ( (+15) : ((-5) : (-2)( ( ((+15) : (-5)( : (-2) no es
((+15) : (-5)( : (-2) = (-3) : (-2) = +1’5     (





        asociativa
El orden en que debemos realizar las divisiones es el mismo en el que aparecen:

(+15) : (-5) : (-2) = (-3) : (-2) = +1’5
El elemento neutro de la división de enteros es el +1. Cualquier número entero dividido entre +1 da el mismo número:

(+12) : (+1) = +12        (-7) : (+1) = -7
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En las fracciones cuyo numerador es una suma o una resta, hay que tener en cuenta que el denominador divide a todos los términos del numerador. Podríamos considerar que todos ellos están dentro de un paréntesis.

Es como si hubiéramos escrito (6 – 2) : 2 = 4 : 2 = 2

Cuando en el numerador hay un producto en el que uno de los factores es múltiplo o igual al denominador, sí se puede simplificar la fracción:
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Debes tener en cuenta que la división tiene la misma prioridad que la multiplicación, es decir, siempre se hacen antes las divisiones que las sumas o las restas.

Ejemplos: (-12) : (+3) + (-5) = (-4) + (-5) = -9

que no es lo mismo que (-12) : ((+3) + (-5)( = (-12) : (+2) = -6

o bien (+6) – (+4) : (-2) = (+6) – (-2) = +8

nunca pondríamos  (+6) – (+4) : (-2) = (+2) : (-2) = -1 porque sería una completa barbaridad.

Actividades:

· Realiza las siguientes operaciones con enteros:

a)  (+24) : (+4) =

b)  (-32) : (+8) = 

c)  (-15) : (-3) =
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d) (-36) : (-6) : (-3) =

e)  (-36) : ((-6) : (-3)( =
f) 14 – 24 : 3 + 6 =

3.5. POTENCIAS DE NÚMEROS ENTEROS.
Potencia de base positiva: Es siempre un entero positivo.

Ejemplos: (+7)² = (+7) . (+7) = +49         (+5)³ = (+5) . (+5) . (+5) = +125

Potencia de base negativa:
a) Si el exponente es par, el resultado es positivo.

Ejemplos:  (-4)² = (-4) . (-4) = +16           (-3)  = (-3) . (-3) . (-3) . (-3) = +81   

b) Si el exponente es impar, el resultado es negativo.

Ejemplos:   (-5)³ = (-5) . (-5) . (-5) = -125     (-2)  = (-2) . (-2) . (-2) . (-2) . (-2) = -32

¡Atención!. No es lo mismo – (3²) que (-3)². Comprueba tú mism@ por qué.

En general, diremos que:

-n² = - (n²) ≠ (-n)²

¡Atención!. No es lo mismo (a + b)²  que a² + b²   .Fíjate bien:

(3 + 5)² = 8² = 64   mientras que 3²+5² = 9 +25 = 34

La expresión (a + b)² se denomina binomio de Newton y la estudiaremos el curso que viene.

3.6. RAÍZ CUADRADA DE NÚMEROS ENTEROS.
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Raíz cuadrada de un número entero positivo: Es un número entero positivo.

Raíz cuadrada de un número entero negativo: No existe dentro del conjunto de los números racionales Q.
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¡Atención! No es lo mismo (16 + 9 que (16 + (9  Fíjate bien:
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Actividades
· Resuelve las siguientes operaciones con números enteros:

a) (-5)² =


b) (-5)³ =

c) – (5²) =

d) - (5³) =

e) (+5)² =


f) (+5)³ =

g) (4 + 7)² =

h)  4² + 7² =

i) (4 – 7)² =

j) 4² - 7² =

k) √+64 =

l) √-64 =

ll) √32+32 =

m) √32 + √32 =
n) √64 +36 =

√64 + √36 =
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